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1.Coxhadlilor.

Coxhadlinin ¢coxhadliya boliinmasi

Torif: P(X) =anXn + any Xn-1 + ...+ a1x + ao ifadasina n daracali
birdayisanli coxhadli deyilir.
Burada x dayisan, an, an_y, ..., a1, a0 miayyan adadlardir vo an#0. anxn bas hadd,

an bas amsal, ao sarbast hadd adlanir.

Tam adadlari budagli bélma gaydasina oxsar gqayda ila coxhadlini goxhadliya bélmak
olar.

Tam adadlari bélma amalini EEIFGERERIHREIRS e EREAGE] : barabarliyina gora
yoxlayiriq.
Coxhadlini coxhadliya bélma amali lictin da eyni gayda dogrudur. Béliinan coxhadli P(x),

bolan B(x), natamam gismat Q(x), qalig R(x) oldugda va ya P(x) = Q(x) B(x) + R(x)
Coxhadlini x — m ikihadlisina bélma ligiin sintetik gayda (Horner sxemi)
Coxhadlini x —m ikihadlisina bélarkan budagli bélmayas alternativ olan sintetik

bolma gaydasindan da istifada edilir. Sintetik bélmada ¢oxhadlinin yalniz amsallari

istifada edildiyindan daha az hesablamalar aparmagq lazim galir.

Qalig haqginda teorem

Teorem: P(x) coxhadlisinin x — m ikihadlisina béliinmasindan alinan qalig P(x)
coxhadlisinin x = m noqtasindaki giymatina barabardir.

P(x) = (x—m)Q(x) + P(m), r=P(m)



Nimuna. Qalig hagginda teorema gora P(x) = x3 — 11x + 9 coxhadlisinin

x + 4 ikihadlisina bélinmasindan alinan galigi tapin.

Halli: x + 4 = x — (— 4) saklinda yazaq. Demali, m = -4,
Qalig hagqginda teorema gora
Qaliq r=P(-4)=(-4)3-110(-4) + 9==-64 + 44 + 9 =11 olur.
Qalig hagginda teorem (Bezu teoremi) x3 —11x+9x2—-4x+510-119-4 16—
201 -4 5-11 -4 x qaliq Halli yoxlayaq. P(-4) =11 isbati: P(x) =
(x—=m) - Q(x) + r barabarliyinda x = m yazsaq, P(m)=(m-m) -

Q(m) +r, buradan da r = P(m) alinir.

Coxhadlinin vuruglar hagqinda teorem.

Torif: X dayisaninin P(x) coxhadlisini sifira ceviran giymatina (yani P(x) =0
tanliyinin koklarina) g¢oxhadlinin koki (va ya sifir) deyilir.

Teorem.: m adadi P(x) coxhadlisinin kékudursa, x — m ikihadlisi P(x)-in vurugudur.
Dogrudan da, P(m) = 0 olarsa, P(x) = (x — m)Q(x) + P(m) barabarliyindan
P(x) = (x — m)Q(x) alinar. Bu taklifin tarsi da dogrudur, yani x —m ikihadlisi P(x)
coxhadlisinin vurugudursa, onda P(m) =0

Nimuna 1. x—1 va x + 2 ikihadlilarinin P(x) = x3 —x2 — 5x + 2 coxhadlisinin
vuruglari olub-olmadigini vuruglar hagqinda teorema géra muayyan edin.

Rasional koklar haqqinda teorem

omsallari tam adadlar olan P(x) = an Xn + @nyXnq + ...+ a1X + ao
coxhadlisinin rasional koki varsa, bu kék p bollinsiin g niin sarbast haddin (ao-in) boélani,

bas amsalin (an-in) boélani kimidir



Coxhadlinin rasional kéklarini axtararkan asagidaki addimlari yerina yetirin.

1. Surati sarbast haddin, maxraci bas amsalin bélani olmaqla bitin mimkin kasrlar
coxlugu yazilir.

2. Bu adadlardan goxhadlinin giymatini sifira geviranlari yoxlayib segmakla ¢oxhadlinin
koki olan m adadi, yani ¢oxhadlinin qaligsiz bélindiyld x —m ikihadlisi miayyan

edilir.

3. Verilan ¢oxhadlini x — m ikihadlisina sintetik bolmani yerina yetirmakla digar vuruqg
muayyan edilir.

4. Digar vuruqg kvadrat Gg¢hadli va ya mixtasar vurma dusturlari ile vuruglarina ayrilan

coxhadli olarsa, digar koklari tapilir. Bu mimkiin olmadigda sintetik bélma gaydasi

coxhadlinin butin xatti vuruglari tapilana gadar davam etdirilir.

5.Yazilmis kasrlar coxlugundaki adadlarin hec biri coxhadlinin sifiri olmaya bilar.

Demali, bu halda ¢oxhadlinin rasional koki yoxdur.

Masalan:

f(x) = x3 + x + 1 coxhadlisinin rasional koki 1 ola bilar.

Yoxlayaq: f(-1)=(-1)3-1+1=-1=20;f(1)=1+1+1=3=0.

Bu o demakdir ki, f(x) = x3 + x + 1 coxhadlisinin rasional koki yoxdur



Cabrin asas teoremi (Qauss teoremi)

Teorem: Daracasi sifirdan boyik olan istanilan goxhadlinin kompleks adadlar

coxlugunda an azi bir kdku var.
P(x) =anxn+an—1 xn— 1+ ..+ aix + ao daracasi sifirdan boyuk ,
kompleks amsalli goxhadlidirsa, cabrin asas teoremina géra onun an azi bir rl koéka var.
Vuruglar hagqginda teorema gora:
P(x) = (x — r1)Qu(x) alanq.
Burada Qu(x) coxhadlisi n—1 daracalidir.
n—1=0olarsa, Qu(x) = an

n—1 # 0olarsa, yena hamin teorema gora Qi(x) coxhadlisinin an azi bir kokli var va

bunu r2 il isara etsak,

Qu(x) = (x —r2)Qa(x) ayrilisi dogru olar,

Q2(x) iss n—2 daracali coxhadlidir.

Demali, P(x) = (x —r1)(x —r2)Q2(x) ayrilisini yaza bilarik.



Coxhadli funksiva

Coxhadli funksivamn grafiki

Coxhadli funksiya standart sokilds f(x) = a.x*+ a, o '+_.. = ax+ a, kimi
yvazilir. Xiisusi halda, # = | oldugda xott1 funksiya (grafiki diiz xotdir), n = 2
oldugda kvadrat funksiya (grafiki paraboladir) alimr.

istanilan goxhadh funksiya biitiin hagiqi adadlar goxlugunda toyin olunub va
grafiki kosilmoz, qinlmayan xotdir.

Argumentin modulca béyiik giymatlorinds goxhadli 6ziinii bas hoadla ifada
olunmusg y = a.x* funksiyas: kimi apanr. Asaiida ¢oxhadlinin grafiklorino aid
niimunalar vo onlann bazi xassalon venlmisdir

V= @aX®F @ L ot ae

n takdir n citdiir
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Niamuna 1. Doracaosind vo bas haddin amsalina géro arqumentin modulca
béyuk givmoatloninds gcoxhadlinin 6z0ni neca aparmasimi miloyyan cdin.

a) fix)= 2x* -5x+3 b) f(x)=x*+3x* - 2x + |

Hoalli: a) f(x)= —2x'— 5x + 3 coxhadlisinin daracasi 3-diir. tokdir. Bas hoddin
amsal: —2-dir. Cadvaldon do gorundaya kimi, bu halda x— —o¢ olduqda,

fix) — +>o; x— +oo oldugda fx) — —o olur.

b) fix) = x* = 3x' — 2x = 1 coxhodlisinin doraocasi 4-diir, ciitdiir. Bas haddin
amsals I-dir. Bu halda x— —=¢ oldugda fix) — +w=; x— + oldugda

fix) — +o olur.



RASIONAL FUNKSIYALAR.

Umumi halda rasional funksiyanin grafikini gurmaq ticiin onun koordinat

oxlari ila kasisma noqtalari (agar varsa) va asimptotlari miiayyan edilmalidir.

Funksiyanin verildiyi ifada x=a noqtasinda maxraci sifira ¢evrilan, surati

isa sifirdan farqgli kasr saklinda olarsa, rasional funksiyanin saquli asimptotu var.

f rasional funksiyasinin Gfligi asimptotu P(x) va Q(x) coxhadlilarinin

m va n daracalarinin giymatlarindan asili olarag muayyan edilir.

m < n olarsa, y = 0 diz xatti grafikin Gfliqi asimptotudur.

m = n olarsa, y = diz xatti grafikin Gfliqi asimptotudur.

m > n olarsa, grafikin Gflqgi asimptotu yoxdur.

m = n + 1, yani stiratdaki coxhadlinin daracasi maxracdaki coxhadlinin
daracasindan 1 vahid boyuk olduqda, coxhadlilarin bélinmasindan alinan
gismat y=ax+b soklinde xatti funksiya olur va  x-in
modulca boyik giymatlarinda funksiyanin grafiki bu diiz xatta sonsuz
yaxinlasir.

Bu halda deyirlar ki, y = ax + b diiz xatti rasional funksiyanin maili

asimptotudur.



2.Fozada vektorlar

Fazada diizbucaqli kordinant sistemi.

Fazada dlizbucaqgh koordinat sistemi: Fazada ixtiyari O noqtasi gotirak va bu
nogtadan clt-clit perpendikulyar g diz xatt kegirak. O ndqtasini koordinat baslangici
gabul edib, diiz xatlar tGzarinda miusbat istigamat va uzunluqg vahidi segmakla onlari Ox,
Oy, Oz koordinat oxlari adlandirag. O koordinat baslangici har bir koordinat oxunu iki
(miisbat va manfi) yarimoxa béliir. Ug koordinat oxu cit-ciit kasisarak koordinat
mustavilarini yaradir. Oxy mustavisi Ufugi gotliralir, Oz oxu isa misbat istigamati
yuxari yonalmakla saquli ¢akilir. Bu gayda ila yaradilan tG¢olcili koordinat sistemi sag al
sistemi da adlandirilir. Sag alinizin barmaglarini x oxunun miisbat istigamatindan y
oxunun musbat istigamatina dogru olmagla biksaniz, bas barmaginiz z oxunun miusbat
istigamatinda yonalacak. O koordinat baslangici
* Ox, Oy, Oz koordinat oxlari
e Oxy, Oyz, Ozx koordinat mustavilari adlanir.

Koordinat mustavilari xy, yz, zx kimi da isara edilir.

Fazada noqtanin koordinatlari.

1) P nogtasindan kecan va Oyz miistavisina paralel olan miistavi x oxunu (xo;0;0)
nogtasinda kasir

2) P noqtasindan keg¢an va Oxz mustavisina paralel olan mistavi y oxunu
(0;y0;0) noqgtasinda kasir.

10



3) P noéqtasindan kegcan va Oxy mistavisina paralel olan mistavi z oxunu (0;0; z o)
noqtasinda kasir.

Fazanin har bir P négtasina nizamli (x0; yo; zo) Uglliyl uygundur va tarsina:
P &> (xo; Yo; 20).
(xo; Yo; zo) nizamh Ugliiyl diizbucagli (Oxyz) koordinat sisteminda P
nogtasinin koordinatlari, yaxud Dekart koordinatlari adlanir.
P noqgtasindan yz, zx va xy mistavilarina gadar masafalar uygun olaraq
onun xo, yo, zo koordinatlarinin mutlaqg giymatlarina barabardir.

X0; yo; zo adadlarina P néqtasinin, uygun olaraq absisi, ordinati, applikati
deyilir vo ndqgta koordinatlari ila P(xo; yo; zo) kimi yazilir

Fazada iki noqta arasindaki masafa.

P (x1, y1, 1) vo Q (x2; y2; z2) noqtalari arasindaki masafa

PQ = V(x2 — x1)2 + (y2 — y1)2 + (z2 — z1)2 dUsturu ila hesablanir.

Parcani miiayyan nisbatda bélan nogtanin koordinatlari.

P (x1; y1; z1) va Q (x2; y2; z2) nogtalarini birlasdiran parcani.

PR:RQ=m:n

nisbatinda bélan R noqtasinin koordinatlari:
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Parcam miayvan nisbatda bilan nogtanin koordinatlan.
P (x2 y1: 1) v2 Q (xx; y2; 22) mogtalorini birlagdiran parcam
PR:RQ=m: n mshatinds bolan R nogtasinin koordinatian
R(ZEZAN, MV, I L) i tapil.
m+n m+n m+n

Ishat: PQ pargassns verilan nisbatda bolon nogta Rix; y2z) - \

olsun. P, R v2 Q ndgtalonndan xy miistavisina PL, RN va n')
QM perpendikulyarianm, L, N, M noqtalarindan isa Ox i3
oxuna LA, NC va MB perpendikulyarlanm ¢okak. $akla 1 —

»asm AC=0C-0A=x-x1i1v y W §
BC=0B-0OC = x - x oldugundan, miitanasib parcalar ..............‘i‘
haqgindaki teoremo gora aling:
AC IN MR m :
BC NM _RQ n Oxsar gayda ila Oy v2 Oz oxlanna
-5 m perpendikulyarlar ¢okmokls y va =
B-x w koordinatlan miayyan edilir
nX-AN=mD-mx _ 2 mn o mztm
(m+nk=m#m m+n - m+=n
M + nx,
= m+n

Parcann orta négtasinin koordinatlar, P (x;; yi; 21) va Q (x:; v ) nog-
Tedl ) I s

AR PN Y TR 100 S T8 {5l 30 23
tolarini birlagdiron pargamin orta noqasi M( R ) olur.

Ucbucagin afarhq markazinin koordinatlan,
Topalon M (x;, yi, 1), N (x5 1 22) va L (x3; 1: 23) noqtalorindd olan icbu-
cagmn agirhq morkazinin (medianlanmn kasigma nogtasinmn) koordinatlanm

SR IR 2P0 ) imi tapmag olar Sz yoxlaym)

P
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Fozada vektorlar
Torif: Tokca giymati ilo deyil, ham da istigamati il miayyan edilan

kamiyyatlara vektorial kemiyyatlar va ya vector deyilir.

Vektor istigamatlonmis diiz xatt parcasi ila tasvir edilir.

Vektoru gostaran parcanin uzunluguna vektorun uzunkugu va ya modulu deyilir.
Vektor bir olculd, ikidlglll , Ggolcult koordinat sisteminda tasvir edila bilar.
Baslangic nogtasi ilo son noqtasi Ust-lsta disan vektora sifir vector deyilir.

Sifir vektorun istigamati geyri-muiayyandir.
Fozada nogtanin yerini (vaziyatini, movqgeyini) miiayyan edan va baslangic néqta
ilo verilan noqtani birlasdiran vektora yer vektoru, yaxud radius-vektor deyilir.

Fazada verilmis har bir noqtaya bir yer vektoru uygundur. Koordinat sisteminda
P(a;b;c)

Modullari barabar, istiqgamatlari eyni olan vektorlara barabar vektorlar deyilir.
Barabar vektorlari parallel koglirma ila tamamila bir-birinin Gzarina gatirmak olar.
OM vyer vektoru ile modulca barabar va istigamatca eyni olan sonsuz sayda vektor
¢okmak muimkindur.

Fazada baslangici A (x1; y1; z1), sonu B (x2; y2; z2) noqtasi olan AB vektoru
komponentlari ila AB Ox2 —x1; y2—vy1; z2—zi0 kimi yazilir. Barabar vektorlarin uygun

komponentlari barabardir va tarsina.

Modullari barabar, istigamatlari aks olan vektorlara aks vektorlar deyilir.
Vektorun uzunlugu: iki néqgts arasindaki masafa diisturundan istifads etmakla

vektorun modulunu tapa bilarik.
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Teorem: Baslangici va sonu uygun olaraq P (xi, yi, z1) va Q(x2, V2, z2) noqtalari
olan PQ vektorunun uzunlugu

[PQ] = V(x2 — x1)2 + (y2 — y1)2 + (z2 — z1)2 dUsturu ils tapilir.
Vektorlarin toplanmasi va ¢ixilmasi: v «vi;v2; V3> va U <uiuz; us> vektorlarinin cami

(fargi) , komponentlari bu vektorlarin uygun komponentlari comina (farqina ) barabar

olan vektordur:

V+U = <Vi+ U1, V2 + U2, V3 + U3
V—U=<Vi— U1, V2— U2, V3 — U3
Vektorun adada vurulmasi: v «vi; v2; v3> vektorunun k haqiqgi adadina hasili kv =
<kvi;kvz;kv2>  kimi tayin edilon vektordur. Vektorun haqiqgi adada hasili Ugln
asagidaki cabri qaydalar dogrudur: e Har bir k € R tiglin k (u + v) = ku +kv
® Har bir ki, k2 € R liglin (ki+ k2)u = kau + kau

e Hor bir ki1, k2 € R tiglin (k1. k2) u™ =ki1 (k2. u")

iki vektorun skalyar hasili.
Sifir olmayan iki vektor arasindaki bucag onlara barabar olmagla eyni

nogtadan ayrilmis vektorlar arasindaki bucaga deyilir. Aydindir ki, iki vektor

arasindaki 8 bucaginin giymati 0<0 <0 araligindadir.

Sifir olmayan iki a va b vektorunun skalyar hasili bu vektorlarin modullariila onlar

arasindaki bucagin kosinusu hasilina deyilirve a™ . b~ kimi yazilr.

Skalyar hasilin xassalari:
e Skalyar hasilin yerdayisma xassasi. istanilan a va b vektorlari licina-b=b - a

e Skalyar hasilin gruplasdirma xassasi. istanilan a va b vektorlari va m haqigi adadi iigiin
(ma) - b=m(a-b)=a-(mb)
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e Skalyar hasilin paylama xassasi: 1) istanilan a, b vektorlari vo m haqiqgi adadi ticiin m(a
+b)=ma+mb

2) istanilan a, b, ¢ vektorlari tigiin c:(a + b) = c-a + c-b Xisusi halda, ort vektorlarin skalyar

hasili Gglin alang:i-i=1, jj=1, kk=1,ij=0, i-k=0,j-k=0.

iki vektorun skalyar hasili

iki vektor arasindaki bucaq

. e a-b g o
Sifir olmayan iki vektor arasindaki bucaq cos 0 —|U] 1 miinasibatin-
don tapilir, burada 0 <0 <n.

4

| 3
—~ 0
/_’_L \\\‘-'»\” - -14__>
Niimuna. a = (-3:4) vo b = (9:12) vektorlar: arasindaki bucagin kosi-

nusunu @apin. ., g _3.9+4 412 27+48 21 17
Holli: COSH:]::-M{ . 3:944-12 D ’

3y +4N+ 122 515 75 25

Natica: Sifir olmayan iki vektor yalmz skalyar hasili sifir oldugda
perpendikulyardir: @- b= 0<>d L b '

Niimuna. k-nin hansi qiymatinds a'= (3:4) vo b = (k ;12) vektorlar
qargthqh perpendikulyardir? .
Holliz @' b= 0 olmalidir: 3k + 26 = 0, buradan k = — 4 oldugdaa L b

Duiz xattin Umumi tanliyi.

Mustavi koordinat sisteminda diiz xattin tanliyi ax + by + ¢ = 0 saklinda ifada edilir. Bu
tanliya diiz xattin imumi tanliyi da deyilir.
Duz xatta perpendikulyar olan vektor diiz xattin normal vektoru va ya normali adlanir.
Normali <a;b> olan diiz xattin tmumi tanliyinin ax + by + ¢ = 0 saklinda oldugunu gostarak.
Po(xo; yo) dliz xatt lizarinda verilmis noqta, P(x; y) diz xatt lizarinda P-dan fargli
ixtiyari négta, n<a;b> isa diiz xattin normal vektoru olsun. PoP <x —Xo; y —yo> va n <a;b>

vektorlari perpendikulyardir.

Onda n~- PoP = 0.
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Buradan <a;b> - <x = xo; y —yo> =0,
ax —axo + by —byo =0,
ax + by —byo—axo = 0 alariq.

—byo —axo = ¢ kimiisars etsak, diz xattin ax+by+c=0 Umumitanliyini alarqg.

XUsusi hallar:
ea=0b=0. absis oxuna paralel diiz xattin tonliyi.
eaz0,b=0. ordinat oxuna paralel diiz xattin tanliyi
e c=0. koordinat baslangicindan kegan diiz xattin tanliyi

NiUmuna . A(4; —2) noqgtasindan kecan va normali n = <5; 3> olan | diiz xattinin tanliyini
yazin.

Halli: Koordinat sisteminda n = <5; 3> normal vektorunu qurub A(4; -2)
nogtasindan kecan va normal perpendikulyar diiz xatti ¢akarak masalanin hallini
qgrafik tasvir edak. indi isa talab olunan tanliyi yazagq.

1-ci Gsul. Tutag ki, P(x;y) noqtasi | diiz xatti Gzarinda olan va verilan A
noqtasindan fargli nogtadir. Onda AP vektoru | diiz xattina kollineardir va AP = «x
—-4;y—(-2)>=«x—4;y+2>.N vo AP vektorlari perpendikulyar olduglarindan n~
AP =0. Buradan <;3>-«x—-4;y+2> =0;

5(x—4)+3(y+2)=0; 5x+3y—14=0 alariq.

2-ci Gisul. n =<5;3>normalina gora diz xattin ax+ by +c=0 tanliyini 5x + 3y
+ ¢ =0 kimiyaza bilarik. A(4; -2) nogtasi bu dii z xattin Uzarinda oldugundan
54 +3(-2)+c=0, c=-14 tapilir va diiz xattin tanliyi

5x+3y—14=0o0lur
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Miistavinin tanliyi

Mustavi muxtalif Gsullarla miayyan oluna bilar.
e kollinear olmayan li¢ nogta ile
e diiz xatt vo ona aid olmayan noqta ila
e iki kasisan dliz xatla
e iki paralel diiz xatla
* bir ndgta va bu ndqtada verilan istigamatda ¢akilmis perpendikulyarla.

Mistavini miayyan etmayin yuxarida gostarilon mixtalif yollarin sonuncusundan

istifade etmakla mistavinin tanliyinin ax + by + cz+ d =0 saklinda oldugunu

gostarak. Miustaviya perpendikulyar vektora onun normali deyilir.

Tutaq ki, mustavisi ve onun Uizarinda Po(xo; yo; zo) ndqtasi verilmisdir vo  n«<a; b; ©
mustaviya ¢akilmis normal vektordur. Mustavi Uzarinda Po(xo;yo;z0)- dan fargli ixtiyari
P(x;y;z) nogtasi gotlirak. Mistaviya perpendikulyar diz xstt mistavi Gzarindaki
istanilon diz xatte pependikulyardir. Demali, n - PoP olacaq. Buradan n -PoP =0
oldugunu yaz bilarik.

Nimuna 1. Normal vektoru n «<1; 3; 4> olan mistavi A(1; 2; 3) ndgtasindan kegir. Bu
mustavinin tanliyini yazin.

Halli: Tapsing iki Gsulla hall etmak olar.

1-ci Gsul. Mistavi Uzarinda ixtiyari P(x; y; z) noqtas i gotirak va baslangici A(1;
2; 3), sonu P (x;y;z) nogtasinds olan vektoru komponentlariils yazaq:

AP =<«x—-1;y—-2;z—3> Normal vector n<«1; 3; 4> olduguna gora n-AP =0 olar.
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2-ci tisul. Mustavinin tanliyinin ax+by +cz+d =0 saklindsva onun Normalinin
is?9 n=<a; b; o oldugunu bilirik. Demali, n<«1; 3; 4> normalina gora a=-1, b=3,
c =4 oldugunu nazara alsaq, mdistavinin tonliyi (-1)x+3y+4z+d=0 va ya -
X+3y+4z+d=0 olar. Butanlikde mistavi lzarinds olan A ndoqgtasinin (1; 2; 3)
koordinatlarini yerina yazsaq, d parametrini tapa bilarik:
—X+3y+4z+d=0,
~1+32+43+d=0; d=-17.

Belalikla, mustavinin tanliyi —x+3y+4z—17=0 va ya x—3y—4z+17=0 olar.

Miistavinin qarsiliqh vaziyyati.Sferanin tanliyi.

Fazada va miistavida c¢evrilmalar.

ogor mustovilar perpendikulyardirsa, onlarin normallar: da perpendikulyar-
dir va tarsina: m L mo<=>m L m>

Ogor miistavilor paraleldirsa, onlarin normallar: da paraleldir va torsina:
m || m2<=>nr || n2

iki miistavi arasindak: bucaq

Perpendikulyar Paralel miistavilar /',l
miistavilor T ( ”1 "\
W i o S \ T n/”
_ va— v
2 ek ,a'—-o——‘?)’/ ND7 J
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Tarif. Verilmis Po(xo; yo; zo) ndqtasindon » mosafoda

olan biitiin négtalor ¢coxluguna sfera deyilir.

Ponoqtasi sferanin markazi, » iso radius adlanir.

P(x; y; z) sfera lizorinds har hansi noqts olarsa, iki

noqta arasindaki mosafa diisturuna gors yaza bilorik:
x—x)+@—-y)+(@Ez—-2)=1r

Bu, morkazi Po vo radiusu r olan sferanin tonliyidir.

Xiisusi halda, markazi koordinat baglangicinda, ra-
diusu r olan sferanin tonliyi x*+)? +z> =2 olar.

Sakildan goriindiiyti kimi, bu sferanin Oxy koordinat
miistavisi ilo kasismasi onun boyiik ¢evrasidir.

Fazada va miistavida c¢evrilmalar.

Fazada F figurunun har bir P ndgtasine muayyan bir gayda ila fazanin yegana
P' nogtasini garsi goyan uygunluga F fiqurunun gevrilmasi deyilir.
Noqtalar arasindaki masafoni saxlayan g¢evirmaya harakat deyilir.
Harakat mustavini mistaviya, diiz xatti diiz xatts, parcani konqruyent parcaya, bucagi

konqruyent bucaga cevirir . Demali, harakatda fiqur 6zlina kongruyent fiqura geuvrilir.

Paralel kégiirma. ikidlciili koordinat sisteminda har bir (x; y) ndqtasina (x+a;y+b)
nogtasini  garsi qoyan ¢evrilmanin <a; b> vektoru ils icra olunan paralel kéglirma
oldugunu bilirik.

Oxsar gayda ilo fazada paralel koclirmada har bir ndgtanin koordinatlari

(x;¥;2) > (x+a;y+b; z+c) kimi dayisir. Paralel koclirma harakatdir. Har bir paralel
koclirmaya bir vektor uygundu va tarsina.
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Simmetriya. Fazada noqgtaya va diiz xatta nazaran simmetriya ¢evrilmasina da

mustavida oldugu kimi tarif verilir. Fezada ham da mustaviya nazaran simmetriyaya

baxilir.

Fazada (x;y; z) noqgtasiila

e Koordinat baslangicina nazaran simmetrik nogta: (—x; —y; —z)

e Ox oxuna nazaran simmetrik noqta: (x; —y; —z) ® Oy oxuna nazaran simmetrik noqta: (—
X; Y; —2)

e Oz oxuna nazaran simmetrik ndogta: (—x; —y; z)

e Oxy mustavisina nazaran simmetrik nogta: (x; y; —z)

e Oyz mustavisina nazaran simmetrik noqta: (—x; y; z)

® Oxz mustavisina nazaran simmetrik négta: (x; —-y; z)

Donma. Fazada fiqurun| diz xatti atrafinda 8 bucagi gadar dénmasiels
cevrilmaya deyilir ki, buzaman | diiz xattina perpendikulyar olan har bir mistavida
onun | diz xatti ilo kasisma noqtasi atrafinda eyni istigamatda eyni 8 bucagl qadoar

donma bas verir. | diiz xattine donma oxu, 6-ya iss donma bucagi deyilir.

Homotetiya. Fozada da miustavide oldugu kimi oxsarliq ¢evrilmasi anlayisi daxil
edilir. Figurun cevrilmasinda istanilon iki X va Y noqgtalariarasindaki masafa eyni
k>0 adadi dafa dayisarsa, bela cevrilmaya oxsarlig cevrilmasi, k adadina isa
oxsarlig amsali deyilir. F fiqurunun cevrilmasinda istanilan X noéqgtasinin c¢evrildiyi X’
nogtasi Gglin OX' = k-OX oOdanarsa, bu cevrilmaya O markazli va k amsalli (k#0)
homotetiya deyilir. Homotetiya oxsarliq ¢evrilmasidir. Xisusi halda, k =-1 olduqda

markazi simmetriya, k=1 olduqda eynilik ¢cevrilmasi alinir.
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3.Limit.

Funksiyanin noqtada limiti. Funksiyanin giymatlar cadvalina

va qgrafikina gora limitin tapilmsi.

Limit anlayisi riyaziyyatin fundamental anlayiglarindandir.

1. Dairanin sahasi.

Dahi riyaziyyatgi va filosof Arximed dairanin sahasini tapmaq lglin daxila va xarica
¢okilmis diizglin coxbucaglilarin sahasindan istifada etmisdir. Dairanin daxilina
¢okilmis kvadratin sahasi dairanin sahasindan xeyli kigikdir, lakin daxila ¢akilmis
sakkizbucaglinin sahasi dairanin sahasindan daha az farglanir. Dairanin daxilina
diizglin 16 bucaqli, 32 bucagli va.s ¢akilmis olsa, bu ¢oxbucaglinin sahasi dairanin
sahasina daha da yaxin olar. Daxila ¢akilmis dlzglin goxbucaqglinin taraflarinin sayini
sonsuz artirsaq, onun sahasi dairanin sahasina sonsuz yaxinlasar.

Dairanin xaricina ¢akilmis dlizglin coxbucaglinin da taraflarinin sayi artdigca onun
sahasi ila dairanin sahasi arasindaki farg kicilir. Arximedin bu yanasmasi aslinda limit

konsepsiyasinin asasini taskil edir.

Arasdirma.

Uzunlugu 24 m olan maftilla diizbucaqli saklinda saha ahata olunmalidir. Onun &élctlarini
neca se¢gmak lazimdir ki, sahasi an boyiik olsun?

Halli: Dluzbucaglinin uzunlugunu a, enini b ila isara etsak, perimetri P = 2a + 2b olar.

Sorta goro 2a + 2b = 24. Buradan a=12-b. a=12-b oldugunu S = ab saha
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diisturunda nazara alsaq, diizbucaqglinin sahasinin enindan asihligini  S=(12-b)b

va ya  S(b)=12b-b2 kimiyazmaq olar.

Tutaq ki, f(x) funksiyasi a ndqtasinin har hansi atrafinda (ola bilsin ki, a

nogtasindan basqa) tayin olunmusdur. x — a fargi sifira yaxinlasdigda f(x) — L farqi

da sifira yaxinlasarsa, L adadina x = a noqgtasinda f(x) funksiyasinin limiti deyilir va

bu lim f(x) = L kimi yazilr.

Tarif. Tutaq ki, ixtiyari € > 0 adadina gors ela & > 0 adadi tapmagq olar ki,
0 <|x — a| < & sartini 6dayan x-lar liglin | f{x)— L| <& olur. Onda L adadina
f(x) funksiyasinin @ néqtasinda limiti deyilir va bu lim f{x) = L kimi yazilir.

Bunu handasi olaraq qisaca bels izah etmak olar.

ixtiyari &€ > 0 adadi ii¢iin ordinat oxu iizarinds L YA
noqtasinin (L — &; L + ¢) otrafim gotiirok voL—¢, [+ gl _____ S
L + &€ nogtalorindan absis oxuna paralel xatlar ¢o- L _I; ik =

kak: eni 2¢ olan zolaq alarq. f{x) funksiyasinin

(a—98; a + d) strafinda olan biitiin x-lora (x # @) uy-

o

gun giymatlari (L — €; L + ¢€) intervalinda, grafiki O -3

1s2 eni 2¢ olan bu zolagda yerlasacak.
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Limitin varhg. Birtorafli limitlor.

Bozon x dayisoninin a-ya yalmz bir torofdon (sagdan vo ya soldan)

yaxinlagdigi hallara baxmaq lazim galir.

Sol limit. x-in giymatlari a-dan ki¢ik galmaqla a-ya yaxinlasdiqda
fix) — L forqi sifira yaxinlasirsa, L adadina f{x) funksiyasinin a noqtesinda

sol limiti deyilir vo lim Ax) kimi yazilir,

Sag limit. x-in gqiymatlari a-dan boyuk qalmaqla a-ya yaxinlagsdiqda
flx) — L forqi sifira yaxinlasirsa, L adadina f{x) funksiyasinin a noqtssinda

sag limiti deyilir va \_11131 Ax) kimi yazilir.

f(x) funksiyasinin sag va sol limitlari varsa va barabardirss,

onda x = a noqtasindo f{x) funksiyasmin limiti var vo
lim flx)=lim f{x)=lim f{x) barabarliyi dogrudur.

Funksiyanin limiti haqqinda asagidaki tokliflor dogrudur.

® f{x) funksiyasinin ¢ noqtasinda limiti varsa, yeganadir.

Sabitin limiti. y
Ax) = c sabit funksiyasi iiglin lim f{x) = li_l}} c=c. c

fix)=c

e Sabitin limiti 6ziina barabardir. . -

Nimuma. lim7=7 , lrl_r.r315 =5 0
.‘.

e Eynilik funksiyasinin limiti.

flx) = x eynilik funksiyasi ligiin limx=a a

X—a

Niimuno. lirq x=-5
Xt

X —alle—X X

fx)=x

X —— (] X X

Funksiyanin limitini taparkon asagidaki xassalardan istifads edilir.
Ogoar L, M, a haqiqi adadlar va _!pr_/(.r) =L, lim g(x) = M, olarsa, onda:
1. Comin limiti: lim [f(x) + g(x)] = Ii_tpj(x) + li_rp glx)=L+M

iki funksiyanin cominin limiti onlarin limitlori comina barabardir.
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Niimuno. lim (x +6)=limx+1lim6=3+6=9

2. Farqin limiti: lrim [flx)—g(x)] = l_irmj(.\') - llm g(x)=L-M

iki funksiyammn farqinin limiti onlarin limitlari farqina barabardir.
Niimuna. li_nll(ll —Xx)= lim 7111 —lim x= 11+1=12

3. Hasilin limiti: l_im [fx) - g(x)] = l_ir_n_/(.r) . l_ilp gx)=L-M

iki funksiyanin hasilinin limiti onlarmn limitlori hasilina barabardir.
Xiisusi halda aliriq ki, !m} c f(x)=c- I‘np FEXY

Yoni, sabit vurugu limit isarasi xaricina ¢ixarmagq olar.

Niimuna, 1M (-2x)=(=2) limx=-2-5=-10

i ) _ lmAy L

. L s G s #

4. Nisbatin llmm.\_h}‘p 20 l.”.n () M :

iki funksiyamin nisbatinin limiti, bélonin limiti sifirdan farglidirsa,
limitlorin nisbatina barabardir.

Nimuns. lim(2*5)_ lB&+S) jmx+himd 245 7 ..,
ToAmr lim@-y)  limd-limx 4-202 077
5. Qiivvatin limiti: lim [f{x)]" = [lim f{x)]" = L", neN.
Xiisusi halda, le} xn= q" s lm3 2 5
Niimuna. a) lim x* = 10¢*= 10000 b)limS5=—"T""—"==
x—10 x—3 X Ixr_r) x° 27

Funksiyanin kasilmazliyi bir cox hallarda sadaca olaraq asagidaki kimi izah edilir. 9gar
har hansi funksiyanin grafikini galemi varagdan ayirmadan ¢akmak mumkindirsa, bu
funksiya kasilmaz funksiyadir. 9ks halda grafikin kasilma noqtalari (sigrayis noqgtalari)
adlanan noqtalari var va bu funksiya kasilandir. Kasilan funksiyanin grafikini galomi
varaqdan ayirmadan bir dafaya ¢akmak mimkiin deyil.

Funksiyanin noqtada kasilmazliyi. Funksiyanin nogtada kasilmaz olmasi tgiin qrafik bu
noqtada girllmamali, grafikda sicrayis olmamalidir. Qrafiki asagida verilmis funksiyalarin
X = ¢ nogtasinda ya qgirilmasi, ya da sicrayisi var. Demali, bu funksiyalar x = ¢ néqtasinda

kasilandir. Bu hallari nazardan kegirak.
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Qrafiklardan goriindiiyii kimi, asagidak: hallarda funksiya x = ¢ noqtasinda
kasilan olur.

1. Funksiya x = ¢ noqtasinda tayin olunmayib, lakin onun miiayyan atrafinda
tayin olunub.

2. fix) funksiyasinin x = ¢ noqtasinda limiti yoxdur.

3. f{x) funksiyasinin x = ¢ noqtasinda limiti var, lakin f{c)-ya barabar deyil.

Funksiya grafikinin kasildiyi ndqtonin absisina kasilma noqtasi deyilir.

Yuxarida gostarilon sartlordon heg biri 6donilmadikda funksiyanin x = ¢
noqtasinda kasilmaz oldugunu demak olar.

Funksiyanin noqtada kasilmoazliyi. / funksiyasinin ¢ noqtasinda
kasilmaz olmas: ligiin asagidaki tig sort 6donmalidir:

1. Funksiya x = ¢ néqtasinda tayin olunmalidur;
2. lim f{x) limiti olmalidur;
X—C

3. lim f(x) = f(c) barabarliyi 6donmalidir.
X—C

- e . wid a ~

Torif. : (a;b) intervalinin har bir noqgtasinda kasilmaz olan funksiyaya bu intervalda
kasilmaz funksiya deyilir.

Istanilan coxhadli funksiya biitiin adad oxunda kasilmazdir. Rasional funksiya maxracin
0-dan farqli oldugu bitlin noqtalarda kasilmazdir. y =sinx, y =cosx, y=ax
funksiyalari butin haqgiqgi oxda, y=tgx, y =ctgx, y=Iloga x funksiyalari tayin

oblastlarinda kasilmazdir.
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| Triqonometrik funksiyalarin limiti |

lim sinx =sina lim cosx = cosa
X x—a
lim tgx =tga !E‘I,l ctgx =ctga

a adadi trigonometrik funksiyanin tayin oblastina daxildir.

Niitmunoalar: limsinx= 0 limcosx= 1 limtgx= 0
x—{) x—0 x—l

Birinci gorkamli limit

S

fx)=— funk5|yasmm x = 0 noqgtasinda limiti var va bu limit 1-a
barabardlr: qu.n smx=l

x-in haqiqi adad va ya bucagin radian 6lgiisii oldugunu nazara alaraq, x—0"

sartinda tartib edilmis giymatlar cadvalina gora flx) = L?x funksiyasimn
qiymatinin 1-2 yaxinlagdigim taxmin etmak olar. '

x—0% 0,1 0,01 0,001 0,0001
fix) 0,99833416 | 0,99998333 | 0,99999983 | 0,99999999
A—=x)= sin (\: X) = Si’: == S“: x. = fix), yani verilmis funksiya ciit funksiya
oldugundan x>0 sartinda da S':“ —1 ohur. y
Sinx

fx )" funksxyasmm grafkalkulyatorla qurul- ] V=%
mus qraﬁkmdan da goriiniir ki, - - .

lim 3" =1,

x—0 x

v A

Sonsuz limitlar va sonsuzluqdz limit.
Saquli va lifiqi asimptotlar.

9dadi ardicilhigin limiti.
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Niimuna. $akilda verilmis flx) = —=5 funksiyasinn v
grafikindon da goriindiiyii kimi, x-in' qiymati 2-ya sagdan B &
yaxinlasdigca y-in qiymati sonsuz boyiiyiir. Yani T
lilll. E— = +00 R
x-in giymati 2-ya soldan yaxinlasdiqca y-in giymati monfi %
olmagla modulca sonsuz béyiiyiir. Yani }i_rs[—2= —

—_——

Sol va sag limitlar miixtalifdir, verilan funksiyanmin x = 2 néqtasinda limiti yox-
dur.

Sakilda grafiki verilan f{x) funksiyasi isa haqiqi adadler ¢oxlugunun

a adadinin miiayyan otrafinda, a
adadindan basqa, biitiin giymatlarda "4
tayin olunmusdur va x—a olduqda '
fix)— oo. Bu, limitla

lim f(x) = oo kimi yazilr. o

Oxsar yanagma ilo g(x) funksiyas1
ligiin da lim g(x) = —x

limiti funksiyamn sonsuz dayisdiyini gostarir. Funksiyanin sonsuz dayismasini
limitin kémoayila asagidak: 6 hal ila ifada etmak olar.

Saquli asimptot. !;121](1) = oo zgn g(x)=-=
lim fix)=+x lhqg(x) =4n
lim flx) =+ lim g(x) =

miinasibatlarindan har hansi biri 6danarsa, x = a diiz xatti flx) funk-
siyasinin saquli asimptotudur.

Teorem. x — +o oldugda P(x) = a=x" + a@»-x*' + - - - + av funksiyasi

oziinii goxhadlinin bas haddi kimi aparir, basqa sozla,
’ P(x) _
lim = ]
yoet v ApX"

Analoji olaraq, rasional funksiyanin iki goxhadlinin nisbati oldugunu

nazara alsaq, rasional funksiyanm limiti iigiin alang:
a
lim @ * daha kigik dor. hadlor . ax" 5"

= — <
== py= + daha kiik dor. hadlor  —= bx= |0, " » "
Buradaa #0va b #0 i, W=

n=m
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4. Firlanma fiqurlari.Silindr,konus,kiira

Firlanma fiqurlan .

Silindir vo onun sathinin sahasi.

Mustavi fiqurun (ayrinin verilan araliqgda shata etdiyi mistavi hissasinin) miiayyan
ox atrafinda bir tam dévr firlanmasindan muxtalif faza fiqurlari alinir. Bu oxa firlanma
oxu deyilir. Silindr, konus, kiira bu clr firlanmadan alinan sada faza fiqurlandir.
Masalan, diizbucaqli licbucagin kateti strafinda firlanmasindan konus, dizbucaglinin bir
tarafi atrafinda firlanmasindan silindr, yarimdairanin diametri atrafinda firlanmasindan
isa klira yaranir.

ictimai binalarin, otellarin, xastaxanalarin girisindaki firlanan siisa qapilar firlanma
fiqurlarinin neca alindigini tasavvir etmak lglin ayani nimunadir. Qapinin diizbucaqh
layl tarpanmaz dayaq atrafinda firlanaraq silindr cizmis olur.

Paralel mistavilar (izarinda yerlasan va paralel koglirmada Ust-lsta diisan iki
konqruyent muistavi fiqur va onlarin uygun noqtalarini birlasdiran biitliin parcalarin
yaratdigi faza fiquruna silindr deyilir. Bu mustavi fiqurlar silindrin oturacagqlari, onlarin
uygun nogtalarini birlasdiran parcalar isa silindrin dogurani adlanir. Dogurani oturacaq
mustavisina perpendikulyar olan silindra diz silindr, aks halda mail silindr deyilir.
Oturacaq mustavilari arasindaki masafaya silindrin hiindirliiyii deyilir.

Oturacagi daira olan diz silindra diiz dairavi silindr deyilir.

Diz dairavi silindra ham da diizbucaqglinin bir tarafi atrafinda firlanmasindan alinan
faza fiquru kimi baxmagq olar. Diiz dairavi silindrin dogurani hiindirliyliina barabardir.

Oturacagindaki dairanin radiusuna silindrin radiusu deyilir.
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Hiindiirliiyti 4, radiusu » olan silindrin yan sathina 6l¢iilori 2mtr vo 4 olan
diizbucaqlinin » radiuslu ¢evranin atrafina biikiilmoasi kimi baxmagq olar.

h

&0

_.._____
k7t T i
-~

2nr

Silindrin yan sathinin sahasi oturacaq ¢evrasinin uzunlugu ila hiindiirliyii
hasilino borabordir:

Svan = 2mrh

Silindrin tam sathinin sahasi yan sothinin
sahosi ilo oturacaqglar sahoslorinin comino
barabardir:

Stam g S_\'an + ZSDI

Sy = 2nrh h

2nr

Stam = 27trh + 27tr = 2nr(h +r)

Konus va onun sathinin sahasi.

Konusun sathi onun yan sathindan va oturacaq dairasindan ibaratdir.

Tarif: Konusun yan sathinin sahasi oturacaq ¢evrasinin uzunlugunun yarisi ila
dogurani hasilina barabardir.

Konusun tam sathinin sahasi:

Stam =Syan + Sot =ﬂrL + ﬂrz = ﬂr(|+r)

Stam=TTrL+ TTr2 veva Stam =TTp(l+r) dusturu ils hesablanir.
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5.Funksiyanin toromasi

Dayismanin orta slirati,dayismanin ani surati.

Orta siirat. Sokilds avtomobilin magistral yolda barabarsiiratli harokatda va

sohor daxilinda doyisonsiiratli horokat- s(m‘
da got etdiyi yolun zamandan asililhiq |1
qrafiklori verilmisdir. Barabarsiiratli
harakotdo, barabor zaman araliglarin-
da gedilon yollar eyni uzunluqdadir
vo hoarokati qrafik tosvir edon diiz
xattin bucaq omsali siirati gostarir.
Dayisonstiratli harokatds iso avtomo-
bilin barabar zaman intervallarinda
getdiyi yollar eyni uzunluqda olmaya

7001
6007
5001

T SLu"Hvx' stiratli 1! wakal

F omagistral volda .60km/saat

Dnn an siratli harakat,
sahar daxilinda

vvvvvvvvvvv

0 5 1015202530 35404550 55 60[(_5(,,,)

bilor. Bu halda orta siiratin qiymatindan istifado edilir.

Cismin miioyyan zaman miiddatindo getdiyi yolun bu miiddata olan

nisbatino orta siirat deyilir:

flx) funksiyasinin « < x < b araliinda orta

doyismo siirati

Ab) —fa)
b—a

Bu nisbat f(x) funksiyasinin grafikinin (a; f{a))
va (b; fib)) ndqtalarindon kecon kasanin bucaq

omsalina barabardir.

kimi tapilir.

11m fib)—fla) limiti / funksiyasinin x = a noqtasinds ani doyisma

b—a b—a

suratini ifado edir.
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S noqtesi oyri tizro T noqtasine yaxinlasdigda TS kosoninin limit
vaziyyatina (agar limit varsa) T noqtasinda ayriya ¢okilon toxunan deyilir.
Ax—0 oldugda kasanin bucaq amsalinin limiti, yani f{x) funksiyasinin
x = a noqtosinda ani doyigsmo siirati funksiyanin qrafikino T (a; f(a))

noqtasinda ¢okilmis toxunanin bucaq amsalina barabordir:
lim  fa+Ax)—fa)
k= Ax—0 Ax

Funksiyanin toramasi.

Tutaq ki, y = f{x) funksiyasi (a;b) intervalinda toyin fix + Ax)

olunmugdur. Har hansi xe (a;b) noqtasini geyd edak fix)
va arqumenta elo Ax artimi verak ki, x + Axe (a:b) .
olsun. Onda funksiya uygun A /= flx + Ax) - f(x) 0

artimu alar.
Tarif: Arqument artimn sifira yaxinlagdigda funksiya artiminin arqument
artimina nisbatinin sonlu limiti varsa, bu limita f{x) funksiyasinin x néqtasinda
toramasi deyilir va bela yazilir:

Y y fix + Ax) - fix)

Af
f (t) 2 llmo Z} E .lxl:—dl Ax

f funksiyasinin toromasi yeni bir funksiyadir va f” (x) ila yanas: —/(Leybms

yazilist) kimi da isars edilir.

Ogoar x noqtasinda f{x) funksiyasimn f '(x) téramasi varsa, bu halda deyirlor
ki, f{x) funksiyas: bu noqtada diferensiallanandir. Verilmis intervalin har bir
noqtasinda diferensiallanan funksiyaya homin intervalda diferensiallanan
funksiya deyilir.

Funksiyanin téramasinin tapilmasina diferensiallama amali deyilir.
Toramani tarifa géra tapmagq liclin asagidaki addimlar yerina yetirilir.

1. fix + Ax) tapilir.
2. fix + Ax) — fix) farqi sadalogdirilir.

3. JOHA) - ) pishati yazilir va sadalogdirilir.
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Toramanin handasi manasi. Toxunanin tanliyi.

v = f{x) funksiyasi xo ndgtasinda diferensialla-
nandirsa, onun qrafiking (xo; f(xo)) noqtasinda
toxunan ¢akmak olar.

Funksiyamn téramoasinin x¢ noqtasindaki
giymati absisi xo olan niqtada grafiks
¢okilmis toxunamin bucaq omsalina
barabardir: kuw.= f '(x0).

- -
“v

(6]

(xxo; y0) ndgtasindan kegan va bucaq amsali k olan diiz xattin tanliyi

v = yo = k(x — xo0) soklindadir. Absisi xp olan ndqtanin ordinatinin yo= f{xo),
toxunanin bucaq amsalinin & = f '(xo) oldugunu nozara alsaq, f{x)
funksiyasinin grafikine absisi xo olan noqtada ¢akilmis toxunanimn tanliyi

¥ =flxo) = f'(x0) - (x —x0)

/"(x0)'A x ifadasina funksiyanin diferensiali
deyilir va dy ilo isara olunur. Gériindiiyii
kimi, diferensial Ax-dan asili funksiyadir.
v = x funksiyasi ii¢iin x"= 1 oldugundan

dx = Ax alanqg. Ona gora f(x) funksiyasinin
diferensialini df = f'(x) dx kimi isara edilir.
Diferensial funksiyanin artiminin bas (asas)

olar.

y* fix)

v

’- "lu] Ax =

hissasidir vo A f= f'(x) - Ax.

:—1—----

Diferensiallama gaydalari.

Sabitin toramasi C’

=0

Qiivvat funksiyasinin

(x")=nx"-', ne N

toramasi

Sab‘lt.la.fm'l'kmya - (c-f(x))’ = e-f '(x)
hasilinin téramasi

Camin (farqin) téramasi (fix) £ g0) = f1(0) £ g ()
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Toramanin tarifindan istifada edarak, bu qaydalar: isbat edak.

1. fix) = c olarsa, f'(x) = 0, yani sabitin téramasi sifira barabardir.

Isbati:
S fatA)-fl)  e-c .
7= i B0 iy St 2 im0 0
VA
Sabit funksiyanin qrafikindon da goriindiiyii fy=c| fixtAx)=c
kimi, grafikin biitiin noqtalorinda bucaq amsa- : =

linin qiymati sifirdir.

\' 0| x*f:'Ar x
2.ne Nva fix)=x"olarsa, f'(x)=nx"-'
fix) = x* funksiyasinin fix+Ax) = (x +Ax)" giymatind uygun binomial
acilislan yazaq. (x +Ax)! = x +Ax
(x +Ax)? = x2 +2xAx + A\x°
(x +Ax)? =2+ 3x2Ax + IxA® + Ax’
(x +Ax)* = x* + 43 Ax + 4.2A? Hx Ay + Ax?
Goriindiiyii kimi, har bir a¢iligda birinci hadd x*, ikinci hadd isa n-x""Ax
kimidir, {ighucaggakilli rangli hissadaki hadlarin har birinda (A x)* vurugu
vardir. (x + Ax)" binomunun ag¢ilisin sadalik tGi¢iin asagidak: kimi yazaq.
(x +tAx)"=x"+ nx"'Ax + (A x) ‘4.

Funksiyanin ani doyisma siiratini gostoran nisbati yazaq va sadalogdirak:
fix+Ax)-fix) (x+tAxp—xr x"+mx*'Ax+(Ax) -4, —x B
Ax a Ax B Ax

A (i + Axdy)

Ax
Bu ifadanin Ax—0 sartils limiti f{x) funksiyasinin téromasidir:

' = Ta -1 - = eyl
f'(x) glllu(nx" +AxA,)=nx

= nx"'+ Ax A,

Demoli, istanilan natural n adadi {i¢iin

(x")' = n-x"!
Xiisusi halda, n = 1,2,3 oldugda x'=1, (x*)"=2x, (x)"=3x".
Umumiyyatla, istanilan hagiqi iistlii qiivvat funksiyasi iigiin (x*)’ = p-x?
diisturu sag torafin manali oldugu x-lar ii¢iin dogrudur.

Xiisusi halda: (%)'

1 - N
— @20y (b == (x> 0)
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Niimuna 1. Funksiyalarin toromasini tapin:
I r—
a)y=x4; b)y=;: c)y=\7x:

Halli: a)y "= (x4)"'=4x%;

' 1 2 ' l 5
b)'y _(—5) _(.r“s) ::._5““6:_5':——:__ :
[ : r l 3 l
C) y _(_‘. ) -y t= qr_, ;

3. f(x) diferensiallanan funksiya olduqda, istanilan ¢ sabiti ii¢iin

(e f(x))'= cf'(x),

yani sabit vurugu térama isarasi xaricina ¢ixarmagq olar. Dogrudan da

. cflx+Ax) —cf( _ x +Ax) — f(x)
eror = LDy S0

4. fix) va g(x) funksiyalar: diferensiallanandirsa, onlarin cami (farqi)
da diferensiallanandir va

(fix) £2(x))' = f'(x) £g'(x).
isbati. Diisturun dogrulugunu A(x) = f(x)+ g (x) funksiyasi ii¢iin gostarak:

h(x +Ax) — h(x) - [flx+Ax) + g(x+Ax)] - [ fAix) + g(x)]
=i

h'(x) — J‘i_r‘l‘lo s lim o
i, A ~ X)) + [g(x+Ax) — g(x)]
5 Ax
=lim [ftA0) - AY) | gr+Ax) - g(x)
e Ax Ax
~ - . glxtAY) - g(x
g ﬂ'm?“ fo) i 5 Z\_)‘ LLp TR
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Hasilin va nisbatin toromasi.

fix) va g(x) funksiyalar diferensiallanandirsa, onlarin hasili da
diferensiallanandir va (f{x)-g(x))" = f'(x)'g (x) + f(x)g'(x).
isbati: p(x) = f(x)-g(x) olsun.

isbatiz p(x) = f{x)-g(x) olsun.

P = limg EELDZPD) _  frtax) glekar) - f0) 8()
Ar—0 Ax y Ax
Kosrin suratina f{x+Ax)-g(x) haddini alava edi

cremagla kasri fix) va gfx) hadlarinin daxi
oldugu iki kasrin cami yaklinda yazmaq olar.

= lim Six+Ax) g(x+Ax) — fix+Ax)g(x) + flx+Ax)glx) - fx)gl(x)
- Ax o
 lim SOAY A —frADG) i AN ) — AD)8()
=0 Ax Av—0 A%

 Jim JOHAD) [g0+AY) —g()] - gAY — fiv)]
o + A0 =
Ax Ax

g(x+Ax) - g(x)
Ax

= lim fir+Ax) lim

i . fix+tAx) —fix)
| %y Wz 2 &N
+ lim g(x) fim A

=fx) g (x) + /" (x) glx) =/"(x) g (x) + [ (x) g'(x).
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S{x) va g(x) funksiyalan diferensiallanandirsa vo g(x) # 0 olarsa,

N (x)) nisbati da diferensiallanandir va
8O A L0980 - f0g')
g~ lg(x)])?

onda

isbati:

Ax+Ax)  fx)
SV glrtAY)  g(x) lim 1 SorAY) g(x) - Ax)glx+Ax)

lim .
gl = Ar Ay 2 ANE(Y)

1 SixtAx) glx) - Ax)g(x) + Ax)g(x) - Ax)glxtAx)
Ax g(x+Ax)g(x)

1 [forAn) gx) - Ax)gx)  AxX)ghe+Ay) — fix)g(x)
Ax| glx+Ax)g(x) R gx+Ax)g(x)

= lxm[g( ]h /(HAI /(r)] fx) m EOFAY) —g(x) _
x+Ax)|* x m g(x+Ax)g(; r)_\ ! Ax

1701
Av—0

3

3

S (x)g(x) - flx)g'(x)

‘ Sfx)
re - P

g(-) ()]
Xiisusi halda, [ T )]

g'x) =

(L'(r)) '8’ (x)

Belaliklo aling ki, 2'(x) = f"( g (x))"g'(x) .
u = g (x), y = f(u) oldugunu nazara almaqla sonuncu barabarliyin Leyb-
nis yazilist b & i
b S S
o saklinda olar.
Xiisusi halda, g(f{x)) = (f{x))" olarsa,
((SL)))" = n (LX) "-f "(x)
f(x)= kx + b olduada. alana: ((kx + b¥Y' = n+(kx + by~"k
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ikinci tartib térama. Gedilan yol, siirat, tacil.

Tutaq ki,verilmis araliqda y = f{x) funksiyasinmn /(x) toramasi var. Ogar
f(x) funksiyas: diferensiallanandirsa, onun toramasina f{x) funksiyasinin
ikinct tartib téramasi deyilir va f"'(x) kimi isara edilir.

Malumdur ki, torama ani dayigmani gostarir. Gedilon yolun zamana gora

ani dayismasi siiratdir. Buradan toramanin fiziki manasi aydin olur.
s(f) ganunu ila diizxatli harakatda ani siirat s(¢) funksiyasinin téramasina
barabardir:
() =5/t = lim 220250
At At

Siirat 6zii do zamandan asih dayisa bilar. Siiratin dayigmasi isa tacil ad-
lanan yeni bir kamiyyatla ifads edilir. Umumiyyatla, gedilon yolun zaman-
dan asihi funkstyasinin toramasini tapmaqla surat funkstyasi, yenidan strat
funksiyasinin téramasini tapmagqla tacil tapilir. Yani, gedilon yolu gdstaran
funksiyanin ardicil olaraq iki dafa téramasini almagqla tacili tapmaq olar:

(1) =v'(t) = (s'(t))'= s"(1)

Fizikadan malumdur ki, ham siirat, ham da tacil vektorial kamiyyatdir.
Tacil va siirat eyni igarali olarsa, harakat yeyinlagan, aks isarali olarsa, yava-
styandr.
ikinci tartib toramadan bir ¢ox iqtisadi masalalarin, hamginnin real hayati
sitnasiyalara aid masalalarin hallinda istifada edilic. Dayisma siiratinin miis
bat va ya manfi oldugunun taxmin edilmasi miihiim praktik shamiyyat kasb
edir.
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Ustlii funksiyanin toramasi.

Ustlii funksiya adad oxunun har bir néqtasinda diferensiallanandar.
1. y = e« funksiyasinin téramasi: (ex) = e~

x+h e

2 L x.ph _ pX toramanin tarifi
() =lim———
=)

X __ 4 e
p - lim g :
1 k=0 h e virugu moiariza xaricina ¢ixanhy

h 5 a
e*—1 e vurugu h-dan asili olmadigindan

= lim e* -

h—0 h limit isarasinin garsisina ¢eearir
h l
. — .e'—1
= e* -lim lm ——— = | pazara alinmr
h—D s h
L — e-‘

2. y = e"™ mirakkab funksiyasinin toramoasi.
u(x) diferensiallanan funksiya olarsa, (e"w)' = e -u'(x)
Xiisusi halda, (e ®**?)' = k-e ™+

3.y = a* funksiyasimn téoromasi: (¢¥)' = & Ina

[ g— | g P i . . g
y'=(a*) =(exa)' = |ogarifmin ssas xassosi
= e™¢ Ina= muirakkab funksivanin téramasi
= a*Ina logarifmin asas xassasi

4. y = " miirakkab funksiyasimin téramasi.
u(x) diferensiallanan funksiya olarsa, (a**)’ = @ u’'(x) ina
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Loqgarifmik funksiyanin téramasi

V=X

Logarifmik funksivanin téromosi

=,

y=Inx funksivas: (0:+ =) arahginda diferen-

siallanandir vo  (Inx)' = sl

e'=x ekvivalent vaziliyla avaz edili
(Y R ) y
((.’-') = (_\) toramast alin

o ;
() v' = | miirakkob funksivanm téramasi nazara alts

s 3 1
)s:

e 2vazeima LA'IIJ.'H'II'.'I'
X

, yam (Inx)’ =%

v = Inx funksiyasmin téramasini handasi olaraq bela tagdim etmak olar.
Qrafik {izarinda soldan baslayaraq hoar hans: négtada toxunan ¢akin. Bu
toxunan iizarinda xatkes yerlagdirin va xatkesla toxunanin saga dogru
yerdayigsmasini modellasdirin. Har névbati toxunan xatkesin bir gadar da
ifiqi vaziyyata gatirilmasini talab edir va bucaq amsalimin giymati 0-a
yaxinlagir. I

u(x) > 0 va diferensiallanan funksiyadirsa, (Inu(x))' = Tx)--u‘(x)

Xiisusi halda, (In(kx + b))’ =

kx+b

Niimuna. a) y=In5x;  b) y = In(x* + 2) funksiyasimn téramasini tapin.

Hoalli: a) v’ = (In5x)'= (In5 + Inx)’= 0 ‘% -1

X
- "
b) ¥'=(In(x* + 2))' = =T (x*+2)'= 242 |
y = log, x funksiyasimn téramasi: (logx)' = g
Dogrudan da, logx = E:z oldugundan
ro o dnx 1 ' 1.3 1
log x)' = ( ) = ——(Inx)" _ e T g -
(log,x) o = ( i ey alimir.

tGramast alinir

diferensiallama gavdust tatbig edilir

u(x) > 0 va diferensiallanan funksiyadirsa, (log u(x)) = ‘u' (x)

u(x) ‘Ina
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Trigonometrik funksiyalarin toramasi

Trigonometrik funksiyalarin téramasi

Trigonometrik funksiyalar tayin oblastinda diferensiallanandir.

y = sinx funksiyasimin téramasi: (sinx)’ = cos x

; ! in( v+ ~ sinx Toromanin tarifina gora
' = (sinx)’ = lm}’sm(.\ Ax) — sinx .
s Ax

. SInx cosAx + cosx sinAx - sinx , 2
=lim = [rigonomelrik evnilik
Ax—0 A\'

=it sinx (cosAx — 1)+ cosxsinAx ) £y g
Aot Ax = ortag vuwrugun molarizo
xavicina ¢ixartimast

= ]im [SIIIX'(COSA\' > l) +COSXSlnAX] — Kasrin xassasi

Ax—D Ax Ax
Y sinx (cosAx — 1) il cosysinAx :
e Al‘r’!}o Ax Ax—oo-——Ax (netin Xassasi

cosAx — 1 . sinx va cos x, Ax-don asili
=sinxlim—"—_ _ -li sinAx — olmadig iigiin
Ax—0 COSX lf{l
Ax Av—l Ax

=giny-0+cosx-1 =cos x

| COS! s

lim 0 ll!lll ¥ ]

oldugi nazara alimr.

y = sinu(x) miirakkab funksiyasinin toramasi:

u(x) diferensiallanan funksiyadirsa, (sin u(x))’ = #'(x)-cosu(x)
Xiisusi halda,  (sin(kx b))’ =k - cos (kx + b)

Niimuna. y = sin2x funksiyasinin toramasini tapin.

Halli: Burada, u = 2x, y'=(sin2x)" = cos2x+(2x)’' = 2cos2x

y = cosx funksiyasinin toramasi:  (cosx)'=-sinx

40



